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Реферат. Среди специалистов в области математического моделирования климатической системы существуют различные мнения о том, каким классом моделей нужно пользоваться для анализа и прогноза климата для временных масштабов, соответствующих климатическим процессам. В данной работе исследуются свойства модели, построенной с использованием гидростатической гипотезы. Рассмотрена одномерная (горизонтально-однородная) гидростатическая модель сухой атмосферы. Воздух считается идеальным газом. Источником тепла является внешний поток коротковолнового излучения, поступающий на верхнюю границу атмосферы. Эта энергия частично поглощается атмосферными слоями и подстилающей поверхностью, а частично поступает обратно в космос. Атмосферные слои и подстилающая поверхность излучают в длинноволновом диапазоне. Коэффициент поглощения и теплоемкость, вообще говоря, специфичны для атмосферных слоев и всюду положительны. В модели радиационный баланс сегмента атмосферного столба над единичной площадкой подстилающей поверхности определяет изменение внутренней энергии и объема сегмента. При этом значение давления всегда сохраняется равным весу части атмосферного столба над рассматриваемым сегментом (гидростатическая гипотеза). Подстилающая поверхность всегда находится в состоянии радиационного равновесия. В этих предположениях: а) в столбе существует единственное равновесное вертикальное распределение температуры, которому соответствуют распределения давления и плотности (они вычисляются с использованием предположения о гидростатичности и уравнения состояния идеального газа), и б) это распределение температуры является асимптотически устойчивым, т. е. любое иное распределение неотрицательных значений температуры, заданное в начальный момент времени, стремится со временем к равновесному равномерно на вертикали. Таким образом, можно ожидать, что численные аналоги рассмотренной в данной работе модели также будут устойчивы, что важно для вычислительной реализации как одномерной модели, так и ее трехмерной версии.  
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Введение
	Одномерная, горизонтально-однородная. модель атмосферы – предмет сугубо теоретических исследований. С ее помощью можно лишь уточнять понимание основных процессов, протекающих в реальной атмосфере. В отношении атмосферы Земли из отечественных ученых подобные исследования проводил еще А.А. Фридман (1914) с использованием простейшей версии уравнений Навье-Стокса; см. также мемориальное собрание трудов (Фридман, 1966).
	В данной работе используются следующие упрощенные модельные представления о динамике одномерной атмосферы.
I. Общая масса (кг) воздуха M0 в столбе атмосферы над площадкой 1 м2, конечна и неизменна; ее распределение ρ(t, z) по высоте z (z = 0 соответствует подстилающей поверхности) в любой момент времени t (с) всюду положительно. 
II. В любой момент времени t давление P(t, z) (Па) в точке на высоте z равно
	


(g – ускорение свободного падения, 9.81 м c-2), т.е. весу воздуха над площадкой 1 м2 (гидростатичность).
	Р.И. Нигматулин (2018) считает, что гидростатическая гипотеза применима при расчетах атмосферных процессов на значительных временах, на которых в среднем вертикальные составляющие сил инерции существенно меньше гравитационной силы. Хотя на этот счет и существуют определенные разногласия среди специалистов, в данной статье гидростатическая гипотеза принимается.
	
III.	Распределение плотности (кг м-3) воздуха по вертикали ρ(t, z) эволюционирует во времени таким образом, что  


где z(t) – траектория любой заданной точки, сохраняется; тем самым, остается неизменным и значение давления - см. п. II.
	Это означает, в частности, что для каждого t можно использовать замену переменных  , при которой отрезкам по высоте [z1, z2], z1 < z2, будут однозначно соответствовать определенные отрезки по массе [m1, m2], m1 < m2 , и наоборот. При этом для малых отрезков Δz = z2  - z1  и Δm = m2  - m1 выполнено  = ρ Δz с точностью до малых более высокого порядка.
	Это свойство эволюции плотности во времени имеет место и в классической одномерной модели Навье-Стокса, в систему уравнений которой входит уравнение неразрывности 



Действительно, в предположении о том, что на подстилающей поверхности (z = 0) вертикальная скорость воздуха v(t, 0) всегда нулевая, 





Это, в частности, означает, что в модели не происходит вертикального перемешивания. Если в некоторый момент времени t0  z2(t0) ≥ z1(t0), то соотношение z2(t) ≥ z1(t) будет справедливо и впоследствии при t > t0.  

IV.	Для любого отрезка масс [m1, m2] при малом Δm = m2 - m1 > 0 и малом Δt > 0 c точностью до малых более высокого порядка изменение температуры T отрезка масс [m1, m2] удовлетворяет условию 
	
                (1)

где cV – теплоемкость массы воздуха данного отрезка при постоянном объеме; V – длина отрезка высот, соответствующего отрезку масс [m1, m2], ΔV – ее изменение за время Δt; q – радиационный баланс на отрезке масс [m1, m2] в расчете на единицу массы и единицу времени.
VI. Единственным первичным источником тепла в модели является поток коротковолнового излучения, поступающий на верхнюю границу атмосферы. Это излучение в некоторой степень поглощается атмосферными слоями и подстилающей поверхностью, а также направляется обратно в космос вследствие отражения подстилающей поверхностью и рассеяния атмосферными слоями. 
VI. Атмосферные слои и подстилающая поверхность излучают в длинноволновом диапазоне. В модели подстилающая поверхность нацело поглощает длинноволновое излучение атмосферных слоев, к ней поступающее. Подстилающая поверхность находится в радиационном равновесии, т.е. нисходящий суммарный поток излучения из атмосферы всегда равен восходящему потоку длинноволнового излучения от подстилающей поверхности.

	Уравнение состояния идеального газа для сухого атмосферного воздуха для отрезка высот [z1, z2] дает соотношение



где R = 8.314 Дж моль-1∙К-1 – газовая постоянная, а μ = 0.029 кг/моль –молекулярная масса воздуха.
	Переходя к приращениям левой и правой части, учитывая неизменность давления P (см. п. II) с точностью до малых более высокого порядка и массы Δm (см. п. III), получаем соотношение


Комбинируя это соотношение с соотношением (1) и переходя к пределу при Δt → 0 получаем уравнение



где T(t, m1) – абсолютная температура воздуха (К) в такой точке на высоте z,  масса воздуха под которой в столбе атмосферы над площадкой подстилающей поверхности 1 м2 равна m1 кг, cP(m1) – теплоемкость воздуха в этой точке при постоянном давлении а q(t,m1) – радиационный баланс в этой точке в расчете на единицу массы и единицу времени. Он зависит от нисходящего о восходящего потоков излучения, которые, в свою очередь, определяются потоками коротковолнового (солнечного) излучения, потоками длинноволнового атмосферных слоев и подстилающей поверхности, а также коэффициентами поглощения атмосферных слоев. 
	Таким образом, уравнением (2) определяется эволюция во времени профиля температуры T(t, m1). Принимая во внимание предположение о гидростатичности 

P(t, m1) = g(M0 – m1),         (3)

изменение во времени профиля плотности воздуха можно найти из уравнения 
состояния идеального газа 
	  
               (4)

Высота z1, соответствующая массе m1, равна




	Соотношения (2), (3) и (4) описывают изменение во времени профилей температуры, давления и плотности атмосферного воздуха в рассматриваемой модели. Существование и устойчивость состояния равновесия в этой модели полностью определяется этими свойствами для уравнения (2).
	Цель данной работы:
 – описать стационарное решение уравнения (2), характеризующее состояние равновесия:
- исследовать его устойчивость.

Методологические замечания

	Для исследования уравнения (2) на устойчивость потребуются две технические леммы, которые сформулированы и доказаны в этом разделе.
	Ниже для функции f символами и обозначены неположительная и неотрицательная части f , т.е. соответственно min{-f, 0} и max{f, 0}.
	Лемма 1. Пусть f(t, m) – непрерывная функция на [t0 , +∞) x [0, M0], дифференцируемая по t, причем  также непрерывна, и f(t,m) удовлетворяет условию



где g(t, m) – непрерывная функция на [t0 , +∞) x [0, M0], принимающая лишь положительные значения, а k(m, m1) - непрерывная функция на [0, M0] x [0, M0], принимающая лишь неотрицательные значения, причем существует такое С, 0 < C < 1, что    для любого m  [0, M0].

Тогда
а) функция  непрерывна, и для любых  при   выполнено  , а при   выполнено ;
б) функция  непрерывна, и для любых  при   выполнено  , а при   выполнено .

	Доказательство. Поскольку утверждение б) эквивалентно утверждению а) при замене функции f на (-f), то достаточно доказать утверждение а).
1. Поскольку f – непрерывная функция по условию, а f+ = (|f| + f)/2, то f+ непрерывна на [t0 , +∞) x [0, M0]. Для любых  выполнено:

.

Выражение, приведенное в правой части неравенства, стремиться к нулю при в силу непрерывности функции f+ и компактности [0, M0].
2. Пусть t  > t0 и φ(t)= a > 0. Обозначим через X подмножество таких m є [0, M0], что f(t, m) = a. Поскольку f – непрерывная функция, то X - компакт. Покажем, что для любого m є X выполнено   Действительно,



	В силу непрерывности    для любого m  X существует такая окрестность Um  и  Δmt > 0, что    < bm для некоторого  bm < 0 и f > 0 на множестве Um x [t, t + Δmt]. 
	Поскольку X – компакт, а открытые множества Um образуют его покрытие, то из них можно выбрать конечное покрытие. Обозначим через U объединение этой конечной совокупности, соответствующее минимальное Δmt через Δt, а соответствующее максимальное bm через b; b < 0.
	Обозначим через Y дополнение множества X в [0, M0].   
	Пусть множество Y не пусто. Оно компактно и не пересекается с компактом X. Поэтому . В силу непрерывности функции f при малых δt > 0 выполнено:

 <  

То есть при значении первого аргумента () точная верхняя грань значений функции f по второму аргументу на всем [0, M0] такая же, как на множестве U. 
	Остается заметить, что при малых положительных Δt



по построению множества U.
	Если же Y пусто, то достаточно последнего замечания.
	Таким образом, показано что, если φ(t) > 0, то при малых (t1 - t) > 0 выполнено φ(t1)  < φ(t). 
\	3. Пусть  и . Покажем, что  
	3.1. Предположим, что  Обозначим через t2 точную верхнюю грань таких [], что . Поскольку непрерывна,  и  Тогда для [] ,  что не возможно при малых (t – t2) > 0, как показано в п. 2.
	3.2. Предположим, что  Тогда в силу непрерывности функции φ:
- либо существует такое t2  [], что  ,  что не возможно, как показано в п. 3.1;
- либо существует такое t2  [], что , что не возможно, как показано в п. 3.1;
- либо  на [], что также не возможно, поскольку  и при малых (t – ) > 0) в силу п. 2 должно быть 
	Таким образом, при  и  
 
4. Предположим, что  и . Покажем, что  Действительно, если , то в силу непрерывности функции φ существует такое t2  [], что 0 < , что невозможно, как показано в п. 3.1.
Лемма 1 доказана.

	Следствие из леммы 1. В условиях леммы 1 для любого t ≥ t0 




Доказательство. Это следует из соотношения 

 

Функция в право части этого равенства является невозрастающей, поскольку она есть максимум из двух невозрастающих функций. ■

	Замечание к лемме 1. Никакие свойства отрезка [0, M0], кроме наличия меры и компактности, при доказательстве леммы 1 не использовались. Тем самым она справедлива не только для отрезка [0, M0], но и для любого компакта с мерой.

	Лемма 2. Пусть f(t, m) – непрерывная функция на [t0 , +∞) x [0, M0], дифференцируемая по t, причем  также непрерывна, и f(t,m) удовлетворяет условию

 

где g(t, m) – непрерывная функция на [t0 , +∞) x [0, M0], причем g(t, m) > C0 при некотором C0 > 0 на всей области определения, а k(m, m1) – непрерывная функция на [0, M0] x [0, M0], принимающая лишь неотрицательные значения на всей области определения, причем при некотором C < 1   для любого m  [0, M0].
	Тогда
а) функция  является невозрастающей и стремящейся к нулю при t → +∞;
б) функция  является неубывающей и стремящейся к нулю при t → +∞.

 	Доказательство. Поскольку утверждение б) эквивалентно утверждению а) при замене функции f на (-f), то достаточно доказать утверждение а).

	Если φ(t0) = 0, то  в силу леммы 1, т.е. утверждение а) выполнено. 
	Пусть φ(t0) > 0. В силу леммы 1 неотрицательная функция φ(t) при t ≥ t0 является невозрастающей. Предположим, что   такое ε > 0, что для любого m  [0, M0] 



Для этого пригоден любой положительный ε < A(1/C – 1), поскольку по условию леммы  для любого m  [0, M0].
	Выберем такое t2 ≥ t0, что при t ≥ t2 выполнено ) ≤  . Для каждого t ≥ t2 обозначим через Xt подмножество [0, M0], на котором f(t, m) ≥ A. Это – вложенная совокупность замкнутых множеств, т.е.  при Δt ≥ 0. Действительно, если бы некоторая точка удовлетворяла условию  , но m1   , то существует такое δt, 0 < δt ≤ Δt что при t1 є [t, t + ) было бы выполнено  f( f( Но это невозможно, поскольку

   

в силу выбора ε и условий леммы для функции g. 
	Таким образом, множества Xt при t ≥ t2 образуют вложенную совокупность. Поскольку это замкнутые подмножества компакта [0, M0], то они имеют общую точку . 
	Значения f( при t ≥ t2 находятся в пределах отрезка [A, A + ε]. Однако это невозможно при t ⤑ +∞, поскольку

  

в силу выбора ε.
	Это противоречие показывает, что, если φ(t0) > 0, то  
Лемма 2 доказана.
	Следствие из леммы 2. В условиях леммы 2   , не возрастая, стремиться к нулю при t ⤑ +∞.
	Доказательство. Утверждение следует из того, что 



Обе функции в правой части этой формулы стремятся к нулю при t ⤑ +∞ в силу леммы 2. ■
	Замечание к лемме 2. Никакие свойства отрезка [0, M0], кроме наличия меры и компактности, при доказательстве леммы 1 не использовались. Тем самым она справедлива не только для отрезка [0, M0], но и для любого компакта с мерой.

Результаты

Состояние равновесия

	Введем следующие обозначения:
-  и  - соответственно нисходящий и восходящий потоки длинноволнового излучения в точке на высоте z,  масса воздуха под которой в столбе атмосферы над площадкой подстилающей поверхности размером 1 м2 равна m;
- w(m) > 0 – коэффициент поглощения длинноволнового излучения в этой точке в расчете на единицу массы 1 кг;
- s(m) ≥ 0 – поток коротковолнового излучения, поглощаемого в этой точке в расчете на единицу массы воздуха 1 кг над такой площадкой; 
- s0 > 0 – поток коротковолнового излучения, поглощаемый площадкой подстилающей поверхности 1 м2.
	Значение s0 и профиль s(m) являются входной информацией для данной модели и могут быть вычислены, например, следуя алгоритму, изложенному в работе (Semenov, Popov, 2011).
	В этих предположениях в состоянии равновесия выполняются соотношения: 

              
											(5)
                   

Также, в состоянии равновесия восходящий поток длинноволнового излучения от слоя атмосферы с массой воздуха m, примыкающего к подстилающей поверхности, должен быть равен сумме нисходящего потока длинноволнового излучения и поглощенного в этом слое и подстилающей поверхностью потока коротковолнового излучения:

. 				(6)

Комбинируя это соотношение с первым из уравнений (5), получаем:

  (7)            

Интегрируя от m до M0 и учитывая равенство (6), получаем:

;
											(8)
 

.

	Равновесный профиль значений температуры воздуха  вычисляется из условия равенства нулю радиационного баланса следующим образом:



			(9)


Здесь σ = 5.670367 ٠10-8 Вт м-2 К-4 - постоянная Стефана. 
	При этом, поскольку подстилающая поверхность находится в состоянии радиационного равновесия (см. Введение, предположение п. VI), то температура последней равна

.  		(10)

	В случае, если атмосфера вообще не поглощает коротковолновое излучение (s(m) ≡ 0), а получает тепло лишь в виде длинноволнового излучения подстилающей поверхности, формулы (8 – 10) существенно упрощаются:

;

 	 




	

    .	  

Заметим, что . В реальной атмосфере подобные разрывы температурного поля на границе сред компенсируются в ходе передачи тепла иными, нерадиационными процессами.
	Итак, в модели (2 - 4) существует единственный равновесный профиль температуры воздуха, характеризуемый формулой (9). При этом формулы 

    			(11)   

  
     		 (12)     

характеризуют соответствующие вертикальные профили давления и плотности воздуха в равновесии.   

Устойчивость равновесия

	В модели (2) равновесие устанавливается в ходе обмена теплом с помощью потоков лучистой энергии между атмосферными слоями, а также между ними и подстилающей поверхностью. Этот обмен осуществляется на длинных волнах, хотя первичным источником энергии в модели является поток коротковолнового (солнечного) излучения. Он поглощается атмосферными слоями ) и подстилающей поверхностью s0. В сумме земная система в модели поглощает  Вт м-2 энергии в форме коротковолнового излучения.
	С учетом того, что подстилающая поверхность постоянно находится в состоянии радиационного равновесия (см. Введение, предположение п. VI), слой воздуха малой массы dm, находящийся на такой высоте, что масса воздуха под ним в столбе воздуха над площадкой 1 м2 равна m, абсорбирует за малое время dt следующие порции лучистого тепла (Дж м-2):
· s(m) dm dt коротковолнового излучения;
· длинноволнового эквивалента коротковолнового излучения, поглощенного подстилающей поверхностью; 
·  длинноволновое излучение, пропущенное атмосферой от слоя малой массы dm1, масса под которым равна m1 ; 
·  длинноволновое излучение, пропущенное атмосферой от слоя малой массы dm1 к подстилающей поверхности, ею излученное и пропущенное атмосферой к слою малой массы dm, масса под которым равна m. 

	В этих условиях процесс обмена теплом между атмосферными слоями, а также между ними и подстилающей поверхностью, приводит в модели (2) к установлению равновесного вертикального распределения температуры воздуха. Покажем это.

	Теорема. Пусть T(t, m) – непрерывная функция на [t0 , +∞) x [0, M0], дифференцируемая по t, причем  также непрерывна, и T(t,m) удовлетворяет условию 

  		(13)

где s0 > 0, а w(m) и cP(m)   - непрерывные положительные функции на [0, M0], а  .

Тогда при любом начальном условии T(t0, m), таком, что T(t0, m) ≥ 0 при всех , T(t, m) стремиться к стационарному решению уравнения (13)  равномерно по m.

	Доказательство. 
1. Выберем какое-либо такое C1, что 

  .

Тогда, поскольку первые два члена в фигурных скобках в правой части уравнения (13) неотрицательны, а w(m) и cP(m) положительны и непрерывны на [0, M0], то при T(t, m) ≤ C1 выполнено  

 

Таким образом, учитывая, что T(t0, m) ≥ 0 при всех , при t ≥ t00 = t0 + C1 / v выполнено T(t, m) ≥ C1 > 0 при всех . 

2. Стационарное решение  уравнения (13) удовлетворяет условию 
 


при всех  (см. формулу (9) в предыдущем разделе).

3.  В силу условия (13), для T(t, m) и  выполнено:

  

  

Вычитая из первого соотношения второе, получаем

  

Далее, с учетом этого соотношения,



  
	Если, теперь, в соотношении 

 								(14)

обозначить f =  ,  и g , то при t ≥ t00 мы оказываемся в условиях леммы 2 (см. методологический раздел).
	Действительно, gКроме того, = 0.5 {2 – exp[] - exp[  
	В силу следствия из леммы 2  f стремиться к нулю при t ⤑ +∞ равномерно по . Теорема доказана.
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[bookmark: _GoBack]Abstract. Experts in the field of mathematical modeling of the climate system have different views about which class of models should be employed to analyze and predict climate for time scales corresponding to climatic processes. In this paper, we investigate the properties of a model constructed using the hydrostatic hypothesis. A one-dimensional (horizontally homogeneous) hydrostatic model of a dry atmosphere is considered. Air is considered an ideal gas. The source of heat is the external short-wave radiation flux entering the upper boundary of the atmosphere. This energy is partly absorbed by the atmospheric layers and the underlying surface, partly returned to space. The atmospheric layers and the underlying surface radiate in the long-wave range. In general, the absorption coefficient and heat capacity are specific for the atmospheric layers and are everywhere positive. In the model, the radiation balance of a segment of the atmospheric column above a unit area of ​​the underlying surface determines the change in the internal energy and the volume occupied by the segment. The pressure value always remains equal to the weight of a part of the atmospheric column above the segment (hydrostatic hypothesis). The underlying surface is always in the state of radiation equilibrium. Under these assumptions: a) there is a single equilibrium vertical temperature distribution in the column and corresponding air pressure and density distributions (they are calculated using the hydrostatic assumption and the equation of a state of the ideal gas); b) the temperature distribution is asymptotically stable, i.e. any other initial distribution of non-negative temperature values tends with time to equilibrium uniformly on the vertical. Thus, one can expect that the numerical analogs of the model considered in this work will also be stable, which is important for the computational implementation of both the one-dimensional model and its three-dimensional version. 
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